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Etude des polyndémes cyclotomiques

Proposition 1. Pour n € N*, ®,, est dans Z[X].

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur n.
Le résultat étant clair pour ®;(X) = X — 1, on suppose le résultat vrai pour un diviseur d de n > 2. On pose :

F(X) =[] ®a(x)
d|n
d#n
F est un polynéme unitaire de Z[X]. On effectue alors la division euclidienne de X™ — 1 par F(X) dans Z[X] :
X"—-1=FX)P(X)+ R(X) avec P R e Z[X] et deg R < deg F

Or, on sait que X" —1 = F(X)®,,(X) est dans C[X], donc F(X)(®,(X) — P(X)) = R(X). Par comparaison
des degrés, on a donc ®,(X) = P(X) € Z[X].
O

Proposition 2. Pour n € N*, ®,, est irréductible dans Z[X].

Démonstration.

Soit ( € K une racine primitive n-ieme de 'unité. Soit p un nombre premier ne divisant pas n. On sait que
¢P € pr. Posons f (resp. g) le polyndéme minimal de ¢ (resp. ¢P).
Etape 1 : Montrons que f et g sont dans Z[X].

L’anneau Z[X] est factoriel, on peut donc écrire une décomposition de ®,, en produit de facteurs irréductibles :
T
P, (X) = H f za '
i=1

Comme ®,, est unitaire, on peut supposer que les f; le sont également. Ils sont alors irréductibles sur Q. Or,
¢ est racine de I'un des f;, qui est donc égal & f par irréductibilité. Ainsi, f = f; est dans Z[X]. On a de plus
f|®n, et de méme on a g € Z[X] et g | Py,.

Etape 2 : Montrons que f = g.

On suppose par absurde que f # g. Comme f et g sont irréductibles et distincts, on a fg | ®,, dans Z[X].
De plus, comme g(¢?) = 0, ¢ est racine du polynéme g(X?), donc f(X) divise g(X?) dans Q[X], et donc dans
Z[X] car f(X) et g(XP) sont unitaires. Projetons I'égalité g(XP) = f(X)h(X) dans F,. On pose :

g(X)ZZaka avec Vke[0,r], ar €Z
k=0
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Grace au morphisme de Frobenius, on obtient :
r r P
gx7) =) ax" = (Z akX’c> = (X)" = FCORX)
k=0 k=0

Soit ¢(X) un facteur irréductible non constant de f(X) dans F,[X]. Par le lemme d’Euclide, ¢ divise g. Comme
fg divise ®,, dans Z[X], fg divise X" — 1 dans Z[X], donc ¢? divise X" — 1 dans F,[X]. Or, ¢? admet une
racine double dans F,, donc X™ — 1 aussi. Cette derniere proposition est fausse, donc f = g.

Etape 3 : Montrons que ®,, est irréductible sur Z[X].

Soit ¢" € pr. On a ¢’ = (™ avec m un entier premier avec n, que 'on décompose comme m = []'_, p{". Par
itération des étapes précédentes, on sait que ¢ et ¢’ ont méme polynéme minimal sur Q. On a donc f(¢') = 0,
ainsi f admet toutes les racines primitives n-iémes de 'unité comme racine. Alors deg f > p(n) = deg ®,,, mais
comme f | D, on a f = ®,. Il en résulte que @, est irréductible sur Q, donc sur Z puisque @, est unitaire.
O

Conclusion. Les polynémes cyclotomiques sont des polynoémes sur Z qui sont irréductibles sur Q et sur Z. <
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